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9.3   曲面积分

9.3.1  对面积的曲面积分（第一类曲面积分）

9.3.3  两类曲面积分之间的联系

9.3.2  对坐标的曲面积分（第二类曲面积分）
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平面薄片的质量 ( , )
D

m f x y dσ= ∫∫

空间物体的质量 ( , , )m f x y z dv
Ω

= ∫∫∫

直细棒的质量 ( )
b

a
m f x dx= ∫

曲线型构件的质量

L
( , ) , ( , , )m f x y ds m f x y z ds

Γ
= =∫ ∫ 

曲面型构件的质量  ？
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( , , )x y zρ面密度函数为 

kS∆

yxk )( σ∆
x ),,( kkk ζηξ

o y

z

yxD
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定义9.3.1
设∑为光滑曲面,

“乘积和式极限”

都存在,

的曲面积分

∫∫
∑

Szyxf d),,(

其中 叫做

是定义在 ∑ 上的

有界函数,

记作

或第一类曲面积分。

若对∑做任意分割和局部区域任意取点,

则称此极限为函数 在曲面∑上对面积

被积函数,  ∑ 叫做积分曲面。

),,( zyxf

),,( zyxf

),,( zyxf

9.3.1  对面积的曲面积分（第一类曲面积分）
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SzyxM d),,(∫∫Σ= ρ

据此定义, 曲面形构件的质量为

曲面面积为

对面积的曲面积分与对弧长的曲线积分性质类似。

则对面积的曲面积分存在。

在光滑曲面 ∑ 上连续, • 积分的存在性



6

• 对积分域的可加性

,, 21 ∑∑ 则有

=∫∫Σ Szyxf d),,( ∫∫Σ1
d),,( Szyxf

1 2( , , ) ( , , ) dk f x y z k g x y z S
Σ

+  ∫∫
• 线性性质

1 2( , , )d ( , , )dk f x y z S k g x y z S
Σ Σ

= +∫∫ ∫∫

若 ∑ 是分片光滑的,例如分成

两片光滑曲面
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定理 设有光滑曲面

在 ∑ 上连续,

存在, 且有∫∫∑ Szyxf d),,(

对面积的曲面积分的计算法

则曲面积分),,( zyxf

2 2( , )( , , ) 1 ( , ) ( , )d d
x yD x yzz x x y z x yx y yf y x+ += ∫∫

( , d, )zf x y S
∑∫∫
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1）计算方法可概括为“一代、二换、三投影，

曲面积分化为二重积分”。
“一代”将 代入被积函数 ，

得 ；

“二换”将 换成相应的曲面面积元素的表达式：

如 ，则

dxdyzzdS yx
221 ++=

),,( zyxf
)),(,,( yxzyxf

),( yxzz =

),(: yxzz =∑

dS

“三投影”认清 在 平面上的投影区域 ，

二重积分是在区域 上进行的。
∑ xoy xyD

xyD

2 2( , )( , , ) 1 ( , ) ( , )d d
x yD x yzz x x y z x yx y yf y x+ += ∫∫

( , d, )zf x y S
∑∫∫
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zyDzyzyxx ∈= ),(),,(

zxDzxzxyy ∈= ),(),,(

有类似的公式.

2) 如果曲面方程为

2 2( ( , ), , ) 1 ( , ) ( , )d d
yz

y zD
f x y z y z x y z x y z y z= + +∫∫

如果曲面方程为
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o

z

y

x

1

11

例1 计算 其中∑是由平面

坐标面所围成的四面体的表面. 

与

上的部分,则

解 设 4321 ,,, ∑∑∑∑



 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ΣΣΣΣ

+++
4321

Szyx d



原式 = 

分别表示∑ 在平面

1 0,z∑ =： : 0 1 , 0 1x yD x y x≤ ≤ ≤ ≤ −

1
dx yz S

Σ∫∫
2 0,y∑ =：

2
d 0x yz S

Σ
=∫∫

2 20 1 0
xy

x yD
x y z z dxdy= ⋅ + + =∫∫

3
dx yz S

Σ
= ∫∫

3 0,x∑ =：
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o

z

y

x

1

11

解 设

上的部分, 

4321 ,,, ∑∑∑∑

4
dx yz S

Σ
= ∫∫

,yxz: −−=∑ 14




≤≤
−≤≤

∈
10

10
:),(

x
xy

Dyx yx

120
3=

原式

分别表示∑ 在平面

2 21 ( , ) ( , )d d 3x ydS z x y z x y x y dxdy= + + =

1 1

0 0
3 d (1 ) d

x
x x y x y y

−
= − −∫ ∫

(1 ) 3 d d
xyD

xy x y x y= − −∫∫原式
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yxD

例2  计算曲面积分 其中∑是球面

被平面 截出的顶部.

解

2222: hayxD yx −≤+

221 yx zz ++

∫∫Σ∴
z
Sd

∫=
π

θ
2

0
da ∫

−

−

22

0 22
dha

ra
rr

o

x

z

y

Σ
h

a

2 2 22 22

d d1
x yD

a x y
ax yy xa − −

= ⋅
− −

∫∫
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若∑是球面 被平行平面 z =±h 截

出的上下两部分,

=∫∫
∑ z

Sd
=∫∫

∑ z
Sd0 h

ln4 aaπ

则

h

h−

o

x

z

y

奇零偶倍

1Σ

2Σ
1 2

d d d= +S S S
z z z∑ ∑ ∑∫∫ ∫∫ ∫∫

2 2 2 22 2

d d1+
x yD

a x y
x aa x yy − −

−
⋅

− −
∫∫

2 2 22 22

d d1
x yD

a x y
ax yy xa − −

= ⋅
− −

∫∫
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( , , )f x y zΣ

xOy关于

平面对称

yOz关于

平面对称

xOz关于

平面对称

z关于 是奇函数

z关于 是偶函数

x关于 是偶函数

x关于 是奇函数

y关于 是偶函数

y关于 是奇函数

0

0

0

∫∫Σ dSzyxf ),,(

1
2 ( , , )f x y z dS

Σ∫∫

1
2 ( , , )f x y z dS

Σ∫∫

1
2 ( , , )f x y z dS

Σ∫∫
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(2) 若∑关于变量x，y，z具有轮换对称性，则有

∫∫∫∫∫∫ ==
ΣΣΣ

dSyxzfdSxzyfdSzyxf ),,(),,(),,(

∫∫ ++=
Σ

dSyxzfxzyfzyxf )],,(),,(),,([
3
1

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++===

=++

ΣΣΣΣ

Σ

dSzyxdSzdSydSx

Rzyx

][
3
1 222222

2222 则为球面若

42

3
4

3
1 RdSR π

Σ
== ∫∫
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例 在第ΣΣ 为1

一卦限中的部分, 则有(   )。

1
( ) d 4 d ;B y S Sx

Σ Σ
=∫∫ ∫∫

1
( ) d 4 d ;C z S Sx

Σ Σ
=∫∫ ∫∫

C

( 2000 考研 )
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2 2 2 2 2 2) 23 (x y z dS x y z ax
Σ

+ + Σ + + =∫∫例

,222
1 yzaax −−=−Σ记解

222222
,

yza
z

z
x

yza
y

y
x

−−

±
=

∂
∂

−−

±
=

∂
∂

则

2 2 2

2 2 2 yz
adS dydz D y z a

a z y
= + ≤

− −

∫∫∫∫ =++
ΣΣ

axdSdSzyx 2)( 222 ∫∫∫∫ +=
21

22
ΣΣ

axdSaxdS

222
2 yzaax −−−=−Σ
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48 aπ=

1

2 2 2(2 )a y z dSa a
Σ

= + − −∫∫

2

2 2 2(2 )a y z dSa a
Σ

+ − − −∫∫

2 22 4a aπ= ⋅

2 2 2

adS dydz
a z y

=
− −

1 2 1

2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 )

2 )

a dS a dS a a y z

a a y z

dS

dS

Σ Σ Σ

Σ

= + + − −

− − −

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫

1 2

22a dS dS
Σ Σ

 
= + 

  
∫∫ ∫∫



( , )y
D

M y x x y dρ σ∫∫为平面薄板对 轴的静力矩

_
( , )

( , )
y D

D

x x y d
M

x
M x y d

ρ σ

ρ σ
= =

∫∫

∫∫
D

σd

xO

y

•y

x

_ _

( , )x y复习：平面薄片的质心 为

=
D

xdm∫∫
( , , )x x y z dv

x
M

ρ
Ω=
∫∫∫

L

L

x ds
x

ds

ρ

ρ
= ∫
∫

=x
( , , )d

( , , ) d

x x y z S

x y z S

ρ

ρ
∑

∑

∫∫
∫∫
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2 2 2( ) 2x y z dS axdS
Σ Σ

+ + =∫∫ ∫∫解法二：

2a x S= ⋅

48 aπ=
=x

利用形心公式

d

d

x S

S
∑

∑

∫∫
∫∫

2 2 2 2 2 2) 23 (x y z dS x y z ax
Σ

+ + Σ + + =∫∫例

用奇解法三： 零偶倍？

22 4a a aπ= ⋅ ⋅
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3)若曲面为参数方程, 只要求出在参数意义下dS 

的表达式,也可将对面积的曲面积分转化为对参数的

二重积分。

2 2( , )( , , ) 1 ( , ) ( , )d d
x yD x yzz x x y z x yx y yf y x+ += ∫∫

( , d, )zf x y S
∑∫∫

2 2 2R x y R+ =半径为 的柱面:









=
=
=

zz
Ry
Rx

θ
θ

sin
cos

柱面坐标：

H

x
y

z
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柱面的面积元素 dS Rdzd= θ

dz

x
y

z

o
dθ

Rdθ

R为了把变量从直角坐标变换
为柱面坐标，用二组坐标平
面z = 常数， θ =常数
把曲面分成许多小闭区域。









=
=
=

zz
Ry
Rx

θ
θ

sin
cos

考虑由z ,θ各取得微小增量dz,dθ所成的小区域。
不计高阶无穷小，可把这个区域看作长方形。

d( , , )f x y z S
∑∫∫ ( cos , sin , ) d

D
R zdf R R zθ θ θ= ∫∫
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







=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

Rz
Ry
Rx

2 2 2 2R x y z R+ + =半径为 的球面

:球面坐标

为了把变量从直角坐标变换为球面坐标，用二组坐
标平面ϕ =常数， θ =常数，把曲面分成许多小闭区域。

考虑由ϕ ,θ各取
得微小增量dϕ,dθ所
成的区域。

不计高阶无穷小，
可把这个区域看作
长方形。

θϕdRsinx
y

z

o
θ

RdϕϕsinR

ϕ
R A

B
C

D
E
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经线方向的长为 Rdϕ,
2 sindS R d dϕ ϕ θ=

纬线方向的宽为 Rsinϕdθ,

sin cos
sin sin
cos

x R
y R
z R

ϕ θ
ϕ θ
ϕ

=
 =
 = sinR dϕ θ

球面的面积元素

x
y

z

o
θ

RdϕϕsinR

ϕ
R A

B
C

D
E

2 2 2 2R x y z R+ + =半径为 的球面

:球面坐标

( , d, )zf x y S
∑∫∫

2 sin( , ) d
D

RF dϕϕ ϕθ θ= ∫∫
( , ) ( sin cos , sin sin , cos )F f R R Rϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ=
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例4  求半径为R 的均匀半球壳 ∑ 的质心。

解 设 ∑ 的方程为

利用对称性可知质心的坐标 ,0== yx 而

                                          
=

用球面坐标

2d sin d dS R ϕ ϕ θ=

∫ ∫
π π

ϕϕϕθ2
0 0

3 2 dcossindR

sin cos
sin sin
cos

x R
y R
z R

ϕ θ
ϕ θ
ϕ

=
 =
 =

解法一：见教材(0,0, )
2
R

∴质心

22 Rπ
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解法一：

Σ关于平面yOz对称， 2 2 2

1 x
x y z+ +

关于变量 为偶函数

22
1 : yRx −=Σ其中 (－R≤y≤R，0≤z≤H)

2 2 2

d SI
x y z∑

=
+ +∫∫

例5 计算

之间的圆柱面

其中∑是介于平面

2 2: x R yΣ = ± −

1

2 2 22 dS
x y zΣ

=
+ +∫∫

1

2 22 dS
R zΣ

=
+∫∫
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∫∫
−+

=
yzD

dydz
yR

R
zR

I
2222

12

R
R

R
H arcsin2arctan2 ⋅=

R
Harctan2π=

22
1 : yRx −=Σ (－R≤y≤R，0≤z≤H)

,2
1

22∫∫ +
=

Σ zR
dSI

2 2

2 2
1 y z

RdS x x dydz dydz
R y

= + + =
−

2 22 2 0
2

R H

R

dy dzR
R zR y−

=
+−

∫ ∫
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解法一中将曲面分为前后(或左右)两片,计算较繁。

o

H

x
y

z

例5 计算 ∫∫
Σ +

=
1

222
zR

dS

解法二 柱面坐标

d d dS R z θ=

2

2 20 0

dH

z
RI z

R
d

π
θ=

+∫ ∫

R
Harctan2π=









=
=
=

zz
Ry
Rx

θ
θ

sin
cos
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x
o

z

y

例6 设
2222: azyx =++∑

计算 ( , , )dI f x y z S
∑

= ∫∫
1∑解：设

{ }2 2 21
2( , )x yD x y x y a= + ≤

为上半球面夹于锥面间的部分, 

它在 xoy 面上的

投影域为

1∑

1 1

2 20 ( ) dI x y S
∑ ∑

= + = +∫∫ ∫∫
锥面 22 yxz += 的222 yxaz −−=与上半球面

交线为
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∫∫∑ +=
1

d)( 22 SyxI

∫∫ +=
yxD yx )( 22

1
2

22 2

2 20 0
d d

a a r r r
a r

π
θ=

−
∫ ∫ )258(

6
1 4 −= aπ

222 yxa
a

−−
yxdd x

o

z

y

1∑

yxD

1∑
{ },),( 2

2
122 ayxyxD yx ≤+=

为上半球面夹于锥面间的部分, 它在 xoy 面上的

投影域为

2 2 2

adS dxdy
a x y

=
− −

2 2 2: z a x y∑ = − −
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x
o

z

y

解法二： 1∑设 为上半球面夹于锥面间的部分, 

1∑

则

∫∫∑ +=
1

d)( 22 SyxI

2 2 2 24
0 0

sin sind a a d
ππ

θ ϕ ϕ ϕ= ⋅∫ ∫

2 sindS a d dϕ ϕ θ=









=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

az
ay
ax

球面的面积元素

:球面坐标

4 2 44
0

12 (1 cos ) (cos ) (8 5 2)
6

a d a
π

π ϕ ϕ π= − − = −∫
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内容小结

1. 定义: iiii Sf ∆),,( ζηξ∑
=

n

i 10
lim
→

=
λ

2. 计算:  设 ,),(,),(: yxDyxyxzz ∈=Σ 则

∫∫=
yxD yxf ,,( ),( yxz ) 221 yx zz ++ yxdd

(曲面的其他两种情况类似)

• 注意利用球面坐标、柱面坐标、对称性、质心公式

简化计算的技巧. 
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